Extrema lokalne funkcji jednej zmiennej

Interpretacja geometryczna pochodnej funkeji f(z) w punkcie x.
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Pochodna funkcji f(z) w punkcie xy jest
rowna tangensowi kata « jaki tworzy stycz-
na do wykresu funkcji f(z) w punkcie zg z
dodatnim kierunkiem osi Ox.
Czyli f'(2)]s = tg o
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Katy z przedziatu [0, 7] sa katami ostrymi. Odpowiada im potozenie stycznej na gate-
zi wykresu w przedziale narastania wartosci funkcji. Katy z przedziatu [7, 7] sa katami
rozwartymi. Odpowiada im polozenie stycznej na gatezi wykresu w przedziale malenia
funkeji f(x).

Whiosek z powyzszych ustalen jest taki, ze tam gdzie pochodna funkcji ma wartos¢ do-
datnig tam funkcja rosnie, a tam gdzie pochodna ma warto$¢ ujemng tam funkcja maleje.
W przypadku gdy w punkcie xy pochodna ma warto$¢ zero funkcja ani nie ro$nie ani nie
maleje. Styczna do funkeji w takim punkcie jest réwnolegta do osi Oz (Kat o ma wartosé

zero czyli jego tangens tez ma warto$é zero, zatem pochodna ma wartosé zero).

W sytuacji gdy w punkcie zy pochodna ma wartos¢ zero moga wystapic¢ trzy rézne ewen-
tualnosci.

Jedli funkcja na lewo od punktu zg roénie (pochodna jest dodatnia) a na prawo maleje
(pochodna jest ujemna), to w punkcie zg wystepuje maksimum.

Jesli na lewo od punktu xy funkcja maleje (pochodna jest ujemna) a na prawo rosnie
(pochodna jest dodatnia), to w punkcie xy wystepuje minimum.

Jedli na lewo od punktu x funkcja rosnie (pochodna jest dodatnia) i na prawo tez rosnie a
w punkcie zg pochodna ma wartos$¢ zero, to w punkcie zy wystepuje punkt przegiecia.(Patrz
rysunek).
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L{#\ \i}? Analogiczna sytuacja dla funkcji malejace;

po obu stronach punktu xy takze oznacza,
ze w punkcie xy wystapi punkt przegiecia
o ile f'(xg) ma wartos¢ zero. Na rysunku
[ punktem zq jest punkt 0 na osi Oz.




Twierdzenie 1 (Warunek konieczny istnienia extremum)
Jezeli funkcja w punkcie xy posiada extremum i istnieje pochodna funkcji w tym punkcie,

to f'(z) = 0.

Twierdzenie 2 (Warunek wystarczajacy (dostateczny) istnienia extremum)
Jedli istnieja pochodne f'(xg) 1 f"(zo) oraz f'(z¢) = 0, to jesli:

f"(x¢) > 0, to w punkcie zy wystepuje minimum,

f"(x9) <0, to w punkcie zy wystepuje maximum.

Uwaga

() = ('(2))

Twierdzenie 3 (Inne sformulowanie warunku dostatecznego). Jezeli f'(zg) = 0 i przy
przejéciu przez punkt z (z lewa na prawo) pochodna f’(x) zmienia znak z "+” na ”-”,
to w punkcie xy wystepuje maximum.

Jesli przy przejsciu przez punkt xy pochodna zmienia znak z
wystepuje minimum.

N

na ”+”, to w punkcie x

Whioski
a) Jezeli dla = € (a,b) funkcja y = f(z) rosnie, to f'(x) > 0 dla z € (a,b),
b) Jezeli dla x € (a,b) funkcja y = f(x) maleje, to f'(x) < 0 dla z € (a,b).

Przyklad 1 (Wyznaczanie extremum) Wyznaczy¢ ekstrema funkcji f(x) = 2% — 2z + 2.

1. Obliczamy pochodna funkcji f'(x) = 2z — 2,

2. Rozwiazujemy réwnanie f'(x) = 0 czyli 2z — 2 = 0 wyznaczajac w ten sposéb argumenty
x, dla ktorych pochodna ma warto$¢ zero. Odpowiada to potozeniu stycznej do wykresu
funkcji réwnolegle do osi Ox. Otrzymujemy x = 1.

3. Obliczamy wartosé¢ drugiej pochodnej f”(z)|z0=1. f"(x) =2 > 0.

Zatem w punkcie zy wystepuje minimum.
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Mozna tez zbada¢ zmiane¢ znaku pochodnej przy przechodzeniu z lewa na prawo przez
punkt x =1
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Widaé, ze pochodna f'(x), ktérej wykresem jest prosta o réwnaniu y = 2z — 2 ma wartosci
ujemne na lewo od punktu x = 1 i dodatnie na prawo do tego punktu. Zatem zmienia
znak z 7-” na ”+4”. Funkcja zatem na lewo od punktu z = 1 maleje a na prawo rosnie.
Wiec w punkcie x = 1 realizuje si¢ minimum.

Przyktad 2

fl(x) = 32° — 4a D=TR

Obliczamy pochodng: f'(x) = 332% —4 = 2% — 4.

Rozwigzujemy réwnanie f'(z) = 0 czyli 22 — 4 = 0. Otrzymujemy xr = —2 oraz x = 2.
Obliczamy drugg pochodng w obu punktach:

ry=-2 f'x;)=2z|,, =-4<0

ro =2 f'(x9) =2z|,, =4>0

Czyli dla 1 mamy maksimum (bo f”(z1) < 0) a dla 5 mamy minimum (bo f”(z) > 0)
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Wypuktosé i wklestos¢ funkceji

Faktl

Jezeli w otoczeniu punktu xy druga pochodna funkcji jest nieujemna, to w tym otoczeniu
funkcja jest wypukta.

Definicja 1 (Wypuklosé funkeji)

Funkcja f(z) jest wypukta w przedziale (a,b) wtedy i tylko wtedy, gdy wykres funkcji
lezy ponad wykresem stycznej dla kazdego punktu = € (a, b).

Definicja 2 (Wklestos$¢ funkcji)
Funkcja f(z) jest wklesta w przedziale (a,b) wtedy i tylko wtedy, gdy wykres funkcji lezy
ponizej wykresem stycznej dla kazdego punktu = € (a,b).



Fakt 2

Jezeli w otoczeniu punktu zy druga pochodna funkcji jest ujemna lub réwna zero, to
funkcja jest wklesta.
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Definicja 3 (Punkt przegiecia)
Jezeli z jednej strony punktu xy funkcja jest wypukta za$ z drugiej strony wklesta, to
punkt zy nazywamy punktem przegiecia wykresu funkeji.

Fakt 3
Funkcja rzeczywista f jest wypukta wtedy i ylko wtedy, gdy:

A N flaxs+ Brs) < af(x1) + Bf(22)

z1,272€Df a,B€[0,1],a+p=1
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Przyktad 3
Wyznaczy¢ extrema, punkty przegiecia i przedzialy wypuktosci funkcji f(z) = z(z* — 3).
1.D=R
2. Miejsca zerowe (pierwiastki): z = 0, x = —/3, x = /3.
3. Pochodna: f'(z) = 32% — 3 =3(2* — 1)

4. Miejsca zerowe pochodnej: x = —1 oraz x = 1
5. Druga pochodna: f”(z) = 6z, stad f"(x = —1) = f'(-1) = =6 < 0. [z =1) =
f"(1) =6 > 0. Zatem w z = —1 jest maksimum a w z = 1 jest minimum.

6. Punkt przegiecia: f”(z) = 0 < 62 = 0, skad wynika = = 0.

7. Przedziaty wypuktosci i wklestosci:

a) f"(x) >0« 6z > 0skad x > 0 - tu funkcja jest wypukta (dla z € (0, 00)).
b) f"(z) <0< 62 < 0 skad z < 0 - tu funkcja jest wklesta (dla z € (00, 0)).
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